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Résumé 

Soit 6 une involution de l'algèbre de Lie semi-simple de dimension finie 
g et g = É © p la décomposition de Cartan associée. La variété commu- 
tante nilpotente de l'algèbre de Lie symétrique (g, 9) est formée des paires 
d'éléments nilpotents [x, y) de p tels que [x, y] = 0. Il est conjecturé que 
cette variété est équidimensionnelle et que ses composantes irréductibles 
sont indexées par les orbites d'éléments p-distingués. Cette conjecture a 
été démontrée par A. Premet dans le cas (g x g,6') avec 9(x,y) = {y,x). 
Dans ce travail, nous la prouvons dans un grand nombre d'autres cas. 

Abstract 

Let 9 be an involution of the finite dimensional semisimple Lie algebra 
g and g = É © p be the associated Cartan décomposition. The nilpotent 
commuting variety of (g, 6') consists in pairs of nilpotent éléments {x,y) 
of p such that [x, y] = 0. It is conjectured that this variety is equidimen- 
sional and that its irreducible components are indexed by the orbits of 
p-distinguished éléments. This conjecture was established by A. Premet 
in the case (g x g,6') where 9{x,y) — {y,x). In this work we prove the 
conjecture in a significant number of other cases. 

Introduction 

Soit g une algèbre de Lie réductive, de dimension finie, définie sur un corps 
k algébriquement clos de caractéristique zéro. Soit G son groupe adjoint de 
sorte que g = £,ie{G). Soit 9 un automorphisme involutif de g et g = î © p la 
décomposition associée en 0-espaces propres de valeurs propres respectives -1-1 
et —1. Ceci nous donne une algèbre de Lie symétrique (g, É). Notons K le groupe 
adjoint de É. Le travail de R.W. Richardson |Ri] a montré que £(g) = {{x,y) € 
g X g I [x,y] = 0}, la variété commutante de g, est irréductible. Suivant une 
conjecture |Baj de V. Baranovsky, A. Premet a montré |Prj que £"''(g), la variété 
commutante nilpotente de g est équidimensionnelle et a indexé ses composantes 
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irréductibles par les orbites distinguées. Par ailleurs, l'irréductibilité de la variété 
commutante de p, G:(p), a été étudiée dans [FTl iPâll lPâ2l iPâSl [SYll [SY2] . Nous 
nous intéressons à £"''(p), la variété commutante nilpotente de p. Soit M le cône 
des éléments nilpotents de p, on note 

r"(p) = {(x, 2/) e X : [x, j/] = 0} = ^"(fl) n (p x p) 

la variété commutante nilpotente de p. Le but de ce travail est d'établir, dans 
beaucoup de cas, la conjecture suivante. (Rappelons qu'un élément de p est dit 
p-distingué si son centralisateur dans p ne contient que des éléments nilpotents.) 

Conjecture A. La variété €™'(p) est équidimensionnelle de dimension dimp. 
Ses composantes irréductibles sont indexées par les orbites d'éléments p-distin- 
gués. 

Il est facile de voir qu'il suffit de prouver le résultat lorsque la paire symétrique 
(g, î) est irréductible. En adoptant les notations de |Hel p. 518], nous établissons 
la conjecture dans les cas AIII, CII, DIII, E{II-IX}, FI, FII et GI. Dans les autres 
cas nous obtenons des résultats qui renforcent sa validité. 

La nature des composantes irréductibles potentielles de p peut être comprise 
à l'aide de considérations générales contenues dans la première section. Certaines 
des méthodes utilisées généralisent celles de 'Pr] ; on est en particulier amené à 
introduire la notion d'élément presque p-distingué (cf. 1.7 1. Un tel élément e, s'il 
n'est pas p-distingué, définit une variété £(e) susceptible d'être une composante, 
dite étrange, de dimension < dimp dans £'"'(p). L'essentiel du travail consiste 
donc à montrer que les variétés de la forme €.{e) pour de tels e ne fournissent 
pas de composantes irréductibles. 

Les sections 2 et 3 donnent une classification des éléments presque p-distingués 
en termes d'(a6-)diagammes de Young (cf. [OtHlOtS] ') dans le cas où g est clas- 
sique. Cette classification permet de prouver la conjecture dans les cas AIII, CII 
et DIII. 

Dans les sections 4 et 5 on montre qu'un certain nombre de composantes 
étranges ne peuvent apparaître dans les cas AI, AU, CI et BDI. Ces résultats 
assurent, par exemple, que la conjecture est vraie dans les cas AI en rang ^ 4, 
AU en rang ^3, CI en rang ^ 7 et BDI en rang ^ 2. 

La section 6 traite du cas où g est exceptionnelle. A l'aide de tables établies 
par D. Z. Djokovic on y démontre la conjecture dans tous les cas, sauf celui de 
El où deux composantes étranges restent à éliminer. 

L'appendice 7 est un complément permettant de décrire une classe d'éléments 
appelés p-self-large. Ces éléments sont intimement liés à la méthode issue de la 
section 1.4 visant à éliminer un certain nombre de composantes étranges. Il fait 
suite à l'article de D. Panyushev |Pa4] qui traite du cas des algèbres de Lie. 
Remerciements. D. Panyushev nous a indiqué qu'il a obtenu des résultats sem- 
blables aux nôtres. Nous le remercions de nous en avoir informé. Je tiens également 
à remercier le rapporteur pour ses très pertinentes remarques et suggestions. 



1 Généralités 

Rappelons quelques résultats tirés de |KR| . Tout élément É e p s'écrit de 
façon unique t — s + no\isetn sont des éléments de p respectivement semi- 
simple et nilpotent (via l'action adjointe adg sur g). On appelle tore de dimension 
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r toute algèbre de Lie commutative constituée d'éléments semi-simples ; on no- 
tera souvent Tj. un tel tore. On appelle rang de p et on note rk(p) la dimension 
commune des tores maximaux de p. L'ensemble M est un cône; qui est une 
variété équidimensionnelle de dimension dimp — rk(p). Le cône M est stable 
sous l'action de K et se décompose en un nombre fini d'orbites. On notera 0{e) 
la iîT-orbite d'un élément nilpotent e. Si X C g est une partie quelconque de g, 
on note M{X) l'ensemble des éléments nilpotents de g contenus dans X. Pour 
a; € g on pose = {y g X | [x,y\= 0}. Rappelons aussi que pour tout élément 
e G p, on a |KR[ Proposition 5] 

dimC'(e) = dimt — dimÉ"^ = dimp — dimp*^. 

Enfin lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté, prj^ désignera une application de pro- 
jection sur la première variable. 

1.1 Réduction au cas simple 

On pose q' = [q,q] ; É' = g' n ! et p' = g' n p. On a alors q' = î' ® p', ce 
qui nous donne une paire symétrique semi-simple (g',É'). Notons que d'après 
la définition de on a e:""(p) = e:""(p'). Pour l'étude de e:""(p), on peut 

donc supposer sans perte de généralité que g est semi-simple. Ce sera le cas dans 
tout le reste de l'article. 

De plus, si g = ® ^ g^ est une décomposition de g en algèbres de Lie simples 
(cf. |TY1 20.1.7]), l'action de 9 envoie chaque g.; sur un Qe{i)- On a alors deux 
cas possibles : 

a) i = 9{i), dans ce cas g^ est 6'-stable et Qi = ii® pi 

h) i ^ 9{i) ; dans ce cas 9{9{i)) = z et on peut supposer que gi xgg(j) ^ gi xgi 
avec 9{x,y) = {y,x). On pose ti — {{x,x) \ x G g^} et pi = {{x,~x) \ x £ 
3i}- 

On a alors Af{p) = AA(p,) et e"(p) = 0. ^""(p»)- 

Par ailleurs, dans le cas b), on a pi^g^ par {x,—x) i— > x. Cet isomorphisme 
envoie Af{pi) sur Af{gi) et £'^''(pi) sur £'^''(gj), dont Premet a décrit les compo- 
santes irréductibles [PP. 

La classification des composantes irréductibles de £'"'(pi) pour g^ simple, 
suffit donc pour obtenir la classification des composantes irréductibles de £"''(p). 

1.2 Paramétrisation par les orbites 

Rappelons que JV désigne le cône des éléments nilpotents de p. Soit e £ Af. 
Pour e = {0} on pose g(e, 0) = g et g(e, i) = si i € Z*. Si e 7^ 0, il existe 
un 5-triplet normal {e,h,f) contenant e (cf. |KRI Proposition 4]). On pose 
Q{i,h) ^ {x e g \ [h,x] = ix} et on a g = ©,ez0(«:M i^î. |E1 19.2.7]). 
Comme h £ i, cette décomposition est 6'-stable et on pose t{i, h) = g{i, h) Ht et 
p{i, h) = g(z, h) n p. On pose, par ailleurs, g(e, i) = g(i, h) n g*^. Comme e G p, 
g(e, i) est é'-stable et on note p(e, i) = g(e, i) D p. On a alors 

p<=^0p(e,z). 

On sait que g(e,0) est le stablisateur de {e,h,f) dans g, c'est donc une 
sous-algèbre réductive dans g (cf. |TYI 20.5.13]). L'ensemble de ses éléments 
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nilpotents est donc N'ig) Cl Q{e, 0) et on a 

AA(0)n0^=AA(0(e,O))x0fl(e,î). 

Par la discussion ci-dessus sur la ^-stabilité, on a de plus que : 
AAnp«=AA(p(e,O))x0p(e,z). 

i>0 

C'est une variété qui contient le même nombre de composantes irréductibles que 
A/'(p(e, 0)) que l'on indexe par un ensemble /g. On a alors : 

n p-^ - U AAi-'' où A^i^') = (AA(p(e, 0))^ x p(e, z). 
Définition 1.1. On pose 

e:(e)(^') Adif.(e, A^i^^) C e:'"'(p) et £(6) = Adi^.(e, AA n p«) = |J £(e)(^). 

je/. 

On dit que e engendre £(e)^^^. 

Les sous- variétés du type £(e)*^-'-' sont irréductibles. Or par |KRI Théorème 2], 
il existe un nombre fini de X-orbites nilpotentes dans p, dont on notera ei , . . . , Cfe 
des représentants, de sorte que : 

e:'"'(p)- U €{ei)^^l 

i=l,...,k 

Cette union étant finie, on peut en déduire que les composantes irréductibles de 
C'"'(p) sont de la forme £(ei)(-'^ pour i G |1; fc] et j G lei- 

1.3 Éléments p-distingués et conjecture 

La notion d'élément nilpotent p-distingué va s'avérer très importante pour 
la suite. 

Définition 1.2. Soit e G Af. L'élément e est dit p-distingué si p*^ C Af. 

Lemme 1.3. L'élément e est p-distingué si et seulement si p(e, 0) — {0}, ce 
qui revient à dire que p'^ ~ ®i>oP(^'*)- 

Démonstration. Si p(e, 0) = {0} alors p'^ = 0i>oP(^'*) ^ ^ ■ Réciproquement, 
si p(e, 0) ^ {0} alors p(e,0) est le — 1-espace propre de 0(e,O) qui est réductif 
dans 0. Il contient donc des éléments semi-simples non-triviaux et e n'est pas 
distingué. □ 

Soit e G M ■ On veut calculer la dimension des (£:(e)^^-'. On s'intéresse pour 
cela à l'application dominante entre variétés irréductibles 

'1 {9-,x) i-> {g.e,g.x) 
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Pour tout X G Ne^\ la fibre a;)) est l'ensemble des {g,g~^.x) avec 

g E K'^. On en déduit que dim^~^(Ç(l, x)) = dimK^ = dimÉ*^. Ceci reste vrai 
pour toute fibre non- vide, et en notant p — dimp on a (cf. |TY[ Théorème 
15.5.3]) 

dime:(e)(^') = dimii: + dim7V;p) -dimr 
= p - (dimp'' - dimVVi^^) 

p - codimp(e,o) A^i^^ 
^ p-rk(p(e,0)) 

où la dernière égalité découle de [KR , Théorème 3] . On remarque que les sous- 
variétés £(e) sont équidimensionnelles. 

Définition 1.4. Pour un élément nilpotent e G p, on définit le défaut de e 
comme étant le rang de p(e, 0). On le note ô{e). Le défaut est invariant sous 
l'action de K. 

Proposition 1.5. La variété £"''(p) est de dimension p et ses composantes 
irréductibles de dimension maximale sont les £(e) avec e représentant d'orbite 
p-distinguée. 

Démonstration. Par le calcul précédent, on voit que dim£(e)''^'' = p si et seule- 
ment si e est de défaut nul, ce qui est équivalent à dire que e est p-distingué. Dans 
le cas contraire, on a dim £(e)^^-' < p. Par ailleurs, comme les éléments nilpotents 
p-réguliers sont p-distingués, il existe des éléments p-distingués ce qui suffit à 
montrer que dim£"''(p) — p. Maintenant, si e est p-distingué, A/'np'^ = p'^ donc 
£(e) est irréductible. On a de plus pr;^(£(e)) = K.e. On en déduit que les £(ei) 
sont distincts pour des éléments appartenant à des iV'-orbites différentes. □ 

On appellera composante étrange une composante irréductible de £'"'(p) de 
dimension strictement inférieure à p. 

Remarque 1.6. En rang 0, i.e. si p = {0} ou encore si 9 est triviale, on a 
e"(p) = {0} X {0} = £(0). 

En rang 1, le commutant d'un élément a; G p est kx. Tous les éléments nilpotents 
sont donc p-distingués et les composantes irréductibles de £'^''(p) sont les £(e) 
où e est nilpotent. 

1.4 Éléments presque p-distingués 

Nous allons maintenant identifier les composantes étranges en introduisant 
la notion d'élément presque p-distingué, qui généralise celle d'élément presque 
distingué (cf. [Pr]). Les résultats qui suivent, et particulièrement la proposition 



1.10 sont largement inspirés de [Pr', Proposition 2.1]. 



Définition 1.7. On dit que e £ Af est presque p-distingué si p(e, 0) ne contient 
pas d'élément nilpotent non nul, c'est à dire si p(e,0) est un tore Ts[e)- C'est 
équivalent au fait que ô(e) = dimp(e,0). 

Lemme 1.8. Si e £ J\f et j E 1^ sont tels que £(e) est une composante 
irréductible de C"\p), alors TVi^' Ç 0{e). 
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Démonstration. Remarquons tout d'abord que le groupe GL(2) agit sur p x p 



via 



(7 ^ ^ -(a^' y) = ("2:4-/32/, 70; + (5y). 



Comme toute combinaison linéaire d'éléments commutant dans M est encore 
dans Af, la variété £"''(p) est GL(2)-invariante. Puisque GL(2) est connexe, il 
fixe la composante irréductible £(e)'^-'. En particulier €{e)^^'' est stable sous 
l'application a : {x,y) — > {y,x) de p x p. Comme pTi{K.{e,J\fe''^)) = 0{e), on a 
pri{C{e)^^^) Ç 0{e). Ceci implique en particulier que 

J^U) ^ (pri o a){e,My^) Ç Ô{ë). 

□ 

Notons ici une remarque liée à la preuve précédente : si A/'i''^ Ç 0(e) alors 
n ne peut donc pas obtenir plus de résultats en 
considérant l'action de GL(2) à la place de celle de a. 



Lemme 1.9. On a 0jj52p(^'*) ^ ^'(e). 

Démonstration. On peut supposer e ^ 0. On considère la sous-algèbre parabo- 
lique q = 0,;;jo*(*'^) de l'algèbre de Lie i. D'après (jTYl 29.4.3]), il existe un 
sous-groupe Q de K ayant q pour algèbre de Lie. On a alors [q, e] — 0j^2 P(*' 
donc Q.e est une sous- variété de 0j>2 p(*i h) de même dimension. On en déduit 
que Q.e = [q, e] = 0j>2 Pih h). L'affirmation du lemme est alors immédiate. □ 

Pour éliminer des possibilités de composantes étranges, nous allons utiliser 
le lemme [LSj D'après le lemme [LO} cela ne peut éventuellement s'appliquer que 
dans le cas oii p(e, 0) ou p(e, 1) contient des éléments nilpotents non nuls. 

Proposition 1.10. Les composantes irréductibles de £™'(p) sont de la forme 
£(e) avec e presque ^-distingué. 

Démonstration. Choisissons e et j € le tels que £(e)(^^ soit une composante 
irréductible de et supposons que e ne soit pas presque p-distingué. Alors 

TV n p(e, 0) est non-trivial et Af{p{e,0))j contient un élément non-nul ep. P ar 

définition de A/'i''', on a e -I- eo e7Vi^'\ donc e + eoe 0{e) par le lemme 1.8 Si 
e = on a une contradiction, on suppose donc e ^ 0. 

Comme g(e, 0) est réductive dans g, on peut inclure cq dans un 5-triplet 
normal (eo,/io,/o) de 0(e, 0). Soit Sq l'algèbre de Lie de dimension trois en- 
gendrée par (eo,/ioi/o)- Comme Sq Ç g(e,0), (e + eo,h + Hq, f + /q) est un 
5-triplet normal. Maintenant, e E g{ho,0), ep G 0(/io,2) donc l'application 
Ta e k (A G k*) définie dans [TYl 38.6.2] e nvoie e + ep sur e -I- A^cq. On en 
déduit que e -|- k*eo C 0{e + eo) et donc e G 0{e + eo). Rappelons que d'après 
le paragraphe précédent, on a e -I- eo € 0(e). On en déduit que e -I- eo et e sont 
if-conjugués. Ceci implique que h et h + hp sont également if-conjugués. On va 
maintenant chercher une contradiction. 

On a L{h, ho) = L{h, [eo, /o]) = L{[eo, h],fo) — où L désigne la forme de 
Killing de g. Ceci implique que L{h + hQ, h + ho) = L{h, h) + L{ho, ho). Mais h et 
h + ho sont conjugués et L est invariante sous l'action de G, d'oîi L{ho, ho) = 0. 
Or, puisque ho est l'élément semi-simple d'un 5-triplet, l'action adjointe de ho 
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est à valeurs propres entières, et donc L(/io,/io) — si et seulement si ft-o = 0. 

Ceci est impossible par le choix de eq. On a donc montré par l'absurde que e 

est presque p-distinguc. 

Maintenant, comme p(e,0) ne contient pas d'éléments nilpotents et que 
n p*^ = ®j>oP('^'*) irréductible, on en déduit que G:(e) = e:(e)(j) est 

la composante irréductible de £"''(p) engendrée par e. □ 

Remarque 1.11. Notons que d'après la preuve de la proposition précédente 
£(e) est irréductible pour e presque p-distingué. On a donc £(e) — K.{e,J^ Cl p^) 
lorsque e est presque p-distingué et la présence des indices j e le n'est plus 
nécessaire. 

Corollaire 1.12. Les composantes étranges sont engendrées par des éléments 
presque p-distingués non p-distingués. 



D'après la proposition 1 1 . 5| et le corollaire 1.12 la conjecture|Â]est équivalente 
au fait que £"''(p) ne comporte pas de composantes étranges, ou encore : 

Conjecture 1.13. Si e\ est presque p-distingué, il existe un élément 62 p- 
distingué tel que £(ei) Ç £(62). 

D'après les résultats de la section |1.1[ cette conjecture est vraie si et seule- 
ment si elle est vraie pour toute algèbre de Lie symétrique simple. 



2 Centralisateurs 

Le but de cette section est de caractériser les centralisateurs de iS-triplets 
dans le cas classique pour obtenir une classification des éléments presque p- 
distingués. En particulier nous allons retrouver que les éléments de défaut nul 
{i.e. p-distingués) correspondent bien au éléments compacts décrits dans [PTj. 
Le travail de |PTj donne une description des éléments p-distingués et utilise 
le fait que les orbites d'éléments compacts dans le cas réel correspondent, via 
la correspondance de Kostant-Sekiguchi, aux orbites d'éléments p-distingués. 
Notre démarche pour décrire les centralisateurs lui sera en fait assez similaire. 
Dans toute la section, V désignera un espace vectoriel de dimension n. On 
supposera que g C sl{V) est une algèbre de Lie simple et que, contrairement à 
l'introduction, G C SL{V) est le plus petit groupe algébrique dont l'algèbre de 
Lie contient g (cf. |TY1 Chapitre 24]). Cette modification n'a pas d'incidence 
sur les orbites de g. On se restreint aux cas classiques, c'est à dire que l'on est 
dans l'une des situations suivantes : 

- Type A : = 5l{V) auquel cas G = SL{V). 

- Type BD : g = so$(y) = aut{V,^) est l'algèbre de Lie orthogonale sta- 
bilisant une forme bilinéraire symétrique non dégénérée <&. Dans ce cas 
G^SO^iV). 

- Type C : g = sp^{V) — aut{V,^) est l'algèbre de Lie symplectique 
stabilisant une forme bilinéraire alternée non dégénérée Dans ce cas 
G=SRi{V). 

Définition 2.1. |GW|, Théorème 3.4] Enumérons l'ensemble des involutions de 
Cartan 6 définies sur g dans chacun de ces types. 

- Type A : 
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(AI) 0{x) = -T*x*T pour x € et où T = T"! *T. Ceci est équivalent 
au fait que Ê — aut{V,^) où ^{x,y) = *xTy est la forme bilinéaire 
symétrique associée à T. La propriété T — T^^ — *r définit de façon 
unique 9 (à conjugaison près dans G). 

(AU) e{x) = -T*x^T pour x G g et où T = T^^ = -*r. Ceci est équivalent 
au fait que È = aut(y, <i>) où ((> = *xTy est la forme bilinéaire anti- 
symétrique associée à T. La propriété T = T^^ = — *r définit de 
façon unique 9 (à conjugaison près dans G). 

(AIII) 9{x) ~ JxJ^^ pour a; G g et où = Idy. On définit 

V± = {veV\ Jv^ ±v}. 

Alors V — V+ Q)V- et le nombre dim(y_^) définit 9 de façon unique 
(à conjugaison près dans G) . 

- Types BDetG: 

(BDI),(CII) 9{x) — JxJ^^ pour x G g où J préserve la forme $ et vérifie 
J2 = Idy. On définit 

V± = {veV\ Jv^ ±v}. 

Alors y = V+ © F_ , la restriction de $ à V± est non-dégénérée et le 
nombre dim(V+) définit 9 de façon unique (à conjugaison près dans 
G). 

(DIII),(CI) 9{x) = JxJ^^ pour a; e g où J préserve la forme <& et vérifie 
J2 = -idy. On définit 

= {u G y I = ±iv}. 

Alors F = ]/+ ® y_, la restriction de $ à V±i est nulle et dual à 
V-i par rapport à w. De plus l'involution 9 est uniquement déterminée 
(à conjugaison près dans G) . 

Etant donnée une telle algèbre de Lie symétrique (g,ê) ou {g, 9) et e e p 
nilpotent non nul, on fixe un 5-triplet (e, h, /) normal qui engendre une sous- 
algèbre de Lie de dimension 3 que l'on note s. Les centralisateurs g^ sont connus, 
cf. |SS] ou |Jaj . Afin d'obtenir des informations précises sur les paires symétriques 
(g^,6'|js), nous allons rappeler la description des sous-algèbres g^. 

Pour A G Z notons : 

V{X) = {veV\h.v = Xv} 

de sorte que V = ®Aez^('^)- existe (à isomorphisme près) un unique 5(2- 
module irréductible de dimension d. Notons-le pd- Alors V = ^^eN* où Vd est 
isomorphe à (pi)™'' ®s Pd avec (E)^ désignant le produit tensoriel de s-modules. 
Ceci nous donne une décomposition 

^d= Vid-l-2j)nVd. (2.1) 

On définit alors Vj^d ■= V{d — 1 — 2j) n Vd et rud ■= dim Vj,d, ce dernier étant un 
entier indépendant de j. On en déduit une partition de n donnée par (d™'')(jgN* . 
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Cette partition correspond au diagramme de Young usuellement associé à la 
classe de conjuguaison d'un élément nilpotent de 5l{V) (cf. |Otlj . par exemple). 
Notons Hd (resp. H'^) le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs de plus 
haut (resp. bas) poids de Vd- Autrement dit Hd — Vo,d et H'^ — Vd-i,d- Soit g 
un élément de Q{{Vy . Par définition il stabilise les sous espaces propres de h et 
de e, et en particulier g stabilise les sous-espaces Hd = F(d — 1) nker e. On peut 
donc définir des applications restrictions indexées par d G N* 



Et on définit 



Qi{Vf Q\{Hd) 

9 ' ' 9\Ha- 



^=®Vd (2.2) 



On peut alors énoncer un premier résultat sur les centralisateurs : 
Lemme 2.2. Le centralisateur du S-triplet (e, h, /) dans qKV) vérifie : 



Démonstration. On a vu que l'application Lp est bien définie. Nous allons dé- 
montrer qu'elle possède une réciproque. Soit {gd)d&i' une famille d'éléments de 
®dgN* sK^d), nous allons montrer qu'il existe un unique élément g € Q^iV) tel 



que g centralise s et g\Hci — 9d- La formule (2.1) associée au fait que induit une 
bijection entre Hd et Vj^d nous montre qu un tel élément g est nécessairement 
défini uniquement sur chaque composante de Vd par 

9\v,^, = P-9d.n. (2.3) 

Comme V est somme directe des Vj^d, l'élément g est défini uniquement sur V 
tout entier. Réciproquement, il est facile de vérifier qu'un élément g, défini par 



(2.3) à partir d'une famille {gd)d£'H' quelconque, commute avec s. □ 



A partir de maintenant, on se donne une forme bilinéaire non-dégénérée <i> 
sur V et deux éléments e, G {±1} de sorte que 

- $ est symétrique ou antisymétrique ce qui se traduit par <i>(u, v) — e'^{v, u) 
pour tout u,v ÇiV . 

- h préserve $ et e, / préservent ou anti-préservent <i> : c'est à dire 

^{h.u, v) — — <i>(u, h.v) ; ^{e.u, v) — —r]^{u, e.v) ; <i>(/.u, v) = — 7/<i>(u, f.v). 

Le cas ij = 1 permettra de décrire quand g = aut(y,<i>), tandis que le cas 
7] — ~1 permettra de décrire F quand ï = g fl aut(V", $). 

Lemme 2.3. 

(a) Si \ ^ — /i alors ^{V{X),V{^)) — 0. Les sous-espaces V{X) et V{—X) sont 
en dualité par 

(b) Hd est dual àH'^ = f^-^Ha). 
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Démonstration. Soient u € V{X),v G V{fi). 

X^{u,v) = ^{h.u,v) 

= -^{u,h.v) ^ ~fj.^{u,v), 

ce qui démontre la partie (a). 

Soit maintenant u € Hd- Par (a), il existe w G V{~d+ 1) tel que ^{u,w) ^ 0. 
Il existe wi,W2 tels que w = e.wi + W2 et W2 G iî^. On a alors : 

7^ ty) = e.wi + W2) = —ri^{e.u, wi) + ^2) = W2)- 

Ceci prouve que la restriction de $ à x H'^ est non dégénérée. □ 

Définition 2.4. On définit •l'd sur Hd par 

Lemme 2.5. La forme ^d £st bilinéaire non dégénérée sur Hd et elle vérifie 
^d{u,v) = {-f^Y~^e^d{v,u). 

Démonstration. L'application /'^^^ est une bijection de H'^ sur Hd, donc par le 
lemme 2.3 (b), ^^d est non-dégénérée sur Hd- La relation de symétrie est une 
vérification facile. □ 

Nous pouvons maintenant énoncer un second résultat sur les centralisateurs. 



Proposition 2.6. Si l'algèbre de Lie Vo Ç 5\.{V) est l'algèbre préservant la forme 
$ sur V alors le centralisateur de (e, h, f) dans ttJ vérifie 

m= ^'^ aut{Hd,^d)- 

Démonstration. Par le lemme |2.2[ on sait que tout élément de tt)^ peut être vu 
comme un élément de ^^gj^j, Ql{Hd). Maintenant, le fait que 5 S tr implique 
que pour tout d e N*, {u,w) £ Hd x H'^, on a ^{g.u,w) = —^{u,g.w). C'est 
à dire que pour tout {u,v) G Hd, on a = ^{g.u, f^^^ .v) + ^{u, gf^^^ .v) — 
^d{g-u,v) + ^d{u,g-v), ce qu'on peut reformuler en : g^^^ préserve ^d- 

Réciproquement, si g est défini à partir d'éléments gd € aut{Hd,^d) et de 
la formule (2.3 1, alors g stabilise les sous-espaces Vj^d de (2.11. Il suffit donc de 
regarder g sur tous les éléments {u,v) S Vj^d x Vd-i-j.d pour montrer que g 
préserve $ : 

<^{g.u,v) = <^{f^gdf'^.u,v) = {-t^Y ^{gdf^^ -u, f^ .v) 

= {-vY Hgdf-= -u, f=-^''-^\v) 

= -{-vy^in-u^gdf'-^'-^^.v) 
= -i-vv ^n-u, f-'gd.p-^'^-'^-v) 

= -^uJ'^-'-^gdf'-^'-'lv) = -^u,g.v). 

□ 
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Dorénavant J désigne un élément de GL{V) tel qu'il existe ^ S {±1} avec 
= ^Id. Pour g g Q^iV), on note 6{g) — JgJ~^. On suppose de plus que h 
commute avec J, et e, / anti-commutent avec J. C'est à dire : 

e{h) = h ; e{e) = -e ; = -/ 

On note \/— î une racine carrée de —1 dans k. 

Lemme 2.7. 

(a) Le sous-espace Hd est J -stable. 

(h) Si J préserve <&, alors la restriction de î)''^^ J à Hd préserve la forme 

Démonstration. Les endomorphismes J et h commutent, donc le /i-sous-espace 
propre V{d— 1) est stable par J. De la même façon, J et e anti-commutent donc 
le noyau de e est stable par J. On en déduit la partie (a) en remarquant que 
Hd = V{d-l)nkere. 

Si J préserve <&, alors pour tout u, u G Hd, 

□ 

Remarque 2.8. Pour tout d G N*, l'involution 9 est inchangée par la modifi- 
cation de J en (-/— 1)''""^ J- En effet, pour tout g g qI{V), 

Jg{{^/^)'^^^ J)^^ — JgJ^^. Par contre, ce qui change ce sont les 
formes préservées par J et {\/—l)'^^^J. 

Corollaire 2.9. Si Qf(V) Ç est l'algèbre de Lie reductive correspondant 

au 1-espace propre de l'automorphisme 9 alors 



(0['r =^ 0(fli''')(^.) 



dew 

où 9d{h) pour h G Hd est donné par J^j^^hJ^^. 

Démonstration. Le seul point restant non-trivial consiste à vérifier qu'un élément 



g déterminé à partir d'éléments gd comme dans la formule ( 2.3 1 est bien invariant 
par 6. En effet, si u G Vj,d ■ 

9{g).u = e{Pgd.r')-u = {-ly-' P9{gd)n -u = g.u 

□ 

Enfin, cette dernière proposition nous permettra de traiter les derniers cen- 
tralisateurs classiques envisageables. 

Proposition 2.10. Si J préserve 4> et que t = aut(y^,4>)'^ Ç Qiiy) est l'algèbre 
de Lie réductive donnée par intersection de {V) et de aut(y,<î>), alors 



r 0(aut(i/,,$))( 



den- 



Démonstration. Il suffit de combiner le corollaire 2.9 et la proposition 2.6 □ 
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3 Classification des éléments presque p-distingués 
dans le cas classique 

Reprenons les notations de la section |2] où g Ç 5l{V) — s[„ désignera une 
algèbre de Lie classique simple (cf. |2.1| , 9 une involution non-triviale sur g et 
ê, p les sous-espaces propres de 9 associés respectivement aux valeurs propres -1-1 
et —1. On supposera toujours que si e € p est un élément nilpotent non nul, on 
l'inclut dans un iS-triplet normal (e, h, /). On laisse au lecteur le soin de traduire 
les assertions quand e = 0. Rappelons, cf. section précédente, qu'à e est associée 
canoniquement la partition {<f^'^)dew-' de n. On notera ces partitions sous la 
forme d'un diagramme de Young, qu'on appellera diagramme de Young associé 
à e. Dans le cas oii une matrice J intervient dans la définition de l'involution 



sur l'algèbre de Lie (cf. 2.11, on introduit la notion d'a6-diagramme de Young 
associé à e (cf. par exemple [Otlj l de la façon suivante. On décompose V en 
J-sous-espaces propres Va ® Vb et on fixe une base diagonalisant J 

{a^,^JdeN*,ïe [0,d-ll,j-e Il,mJ} 

adaptée au 5-triplet, c'est à dire telle que (a;^g)j forme une base de ff^ et 
^i'^di) ~ '^di+i- remplit alors les cases du diagramme de Young associé à 
e par a ou & suivant que a-j^^ € Va ou Vb- Comme 9{e) — — e, sur une ligne du 
diagramme de Young, on a alternance de a et de b. On définit aussi H'^ ^ — 
Va n H'^ (resp. H'^j, = 14 n H'^) et ad = dim H'^ ^ (resp. bd = dim if^ ,,') de 
sorte que ad + bd = rud et que (resp bd) désigne le nombre de lignes de 
longueur d commençant par un a (resp. b). Les éléments {ad)deN* et {bd)deN' 
sont des invariants de la ii'-classe de conjugaison de e. Lorsque J n'intervient pas 
n'intervient pas dans la définition de l'involution (type AI et AU), le diagramme 
de Young ou la donnée de (md)deN* sera un invariant suffisant. 

Définition 3.1. On appelle (a6-)diagramme de Young, soit un diagramme de 
Young (types AI et AU), soit un a6-diagramme de Young (autres types clas- 
siques) associé à une orbite 0{e) comme ci-dessus. 

Rappelons qu'en vertu de la section précédente, on a des décompositions 9- 
stables, indexées par d grâce à l'application ip, des algèbres de Lie qI{V),5o{V) 
et 5\){V). La définition suivante utilise ces décompositions. 

Définition 3.2. On appelle défaut de la longueur d et on note S'^{d) le rang de 
la paire symétrique (0^,Éd) ■— (</'d(0')i '/'d(Ê)) où g' = g dans les cas DIII, BDI, 
CI et CII et g' = qKV) dans les cas AI, AIT et AIII. 

Remarque 3.3. Sous les notations précédentes, on a ô{e) — J^d ^'^i'^) dans les 
cas DIII, BDI, CI et CII et ô{e) = J^d^^'i'^) ~ 1 dans les cas AI, AU et AIII. 

Les sous-sections 3.1, 3.2 et 3.3 donnent les (a6-) diagrammes de Young des 
éléments p-distingués et presque p-distingués pour chacun des cas présentés 
dans la définition 2.1. On rappelle que dans chaque cas simple classique, les 
(afe-)diagrammes possibles sont les concaténations des (a&-)diagrammes primitifs 
que nous récapitulons dans le tableau suivant tiré des travaux de T. Otha. 
Rappelons aussi que les (a6-)diagrammes sont classiquement ordonnés de façon 
décroissante de la plus grande ligne en haut vers la plus petite en bas et qu'on 
les regarde à permutation près de lignes de même longueur. 
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Type 


(a6-) diagrammes primitifs 


AI 


II' '1 


AU 


1 1 
1 1 


AIII 


ab....ba, ba....ab, ab....ab, ba....ba, 


BDI 


, , , , ab....ab 
ab....ba, ba....ab, , , , 

ba....ba 


CI 


, , , , ab....ba 
ab....ab, ba....ba, , , , 

ba....ab 


DIII 


ab....ab ba....ba ab....ba 
ab....ab ' ba....ba ' ba....ab ' 


CII 


ab....ba ba....ab ab....ab 
ab....ba ' ba....ab ' ba....ba ' 



3.1 Cas AI et AU 

La paire (g,!) considérée est de la forme suivante : (s[(F), aut(y, $)) oii 
$ est une forme bilinéaire symétrique (AI) ou anti-symétrique (AIT). On pose 



g' = Ql{y) équipée de l'involution définie en 2.1 (cas AI et AU). On a alors 
g' = g + Ikld„ où kld„ C p'. D'après le lemme 2.2 on a g'^ = ©^gt™^- Et à 
l'intérieur de ce centralisateur, par la proposition |2.6| avec W — t et i] — —1, on 
obtient F = 0^so™^ (AI) ou P = 0d^Pmd (^H)- Pour d G N fixé, la paire 
réductive symétrique associée est donc une paire réductive du même type que 
celle de l'algèbre de Lie symétrique de départ. On en déduit que (5^(d) = 
(AI) ou ô^id) = ^ (AU). Regardons maintenant dans quels cas (g'^ = ©T^) 
011 Tr est un tore de dimension r ^ 1, auquel cas e est presque distingué de 
défaut r — 1. Il suffit de regarder les sous-algèbres (g^,Éd). 

AI : - Si md = 1, la paire réductive associée est (Ti, {0}) avec S'^{d) = 1, 

- Si nid ^ 2, il existe un élément nilpotent non nul pour la paire (gl^^ , sOm^ ) • 
Cet élément correspond alors par la théorie des représentations à un 
élément nilpotent non nul pour la paire (g[„,50„) qui est également 
nilpotent dans (5l„,so„). 

AU : Les éléments sont pairs. 

- Si TTid = 2, la paire réductive associée est (g[2,s[2) oîi g [3 = © Ti. 

- Si nid ^ 4, il existe des éléments nilpotents non nuls pour {Q'^,îd)- Ces 
éléments correspondent à des éléments nilpotents non nuls de (g, É). 

On en déduit la proposition suivante : 

Proposition 3.4. Les éléments p-distingués dans le cas AI et AU sont les 
éléments p-réguliers. Les éléments presque p-distingués du cas AI (resp. AU) 
sont ceux qui correspondent à un diagramme de Young ayant des lignes de lon- 
gueurs distinctes (resp. des paires de lignes de longueurs distinctes). Le défaut 
d'un élément nilpotent est égal respectivement, au nombre de lignes ou de paires 
de lignes, moins une. 

Démonstration. L'assertion sur le défaut provient de la formule 



13 



de la remarque |3.3[ Celle sur les éléments p-distingués provient de la discussion 
de cas ci-dessus. Enfin, il est connu que les éléments p-réguliers dans le cas AI 
(resp. AU) correspondent aux diagrammes de Young constitués d'une seule ligne 
(resp. paire de lignes). □ 

Exemple 3.5. Dans le cas AI, les éléments correspondant aux diagrammes 
suivants sont presque p-distingués de défaut 1. En particulier, ils ne sont pas 
p-distingués : 



Dans le cas AU, ce sont les mêmes en doublant les lignes, par exemple 



r4 = 



3.2 Cas AIII 



P 



La paire (fl,É) considérée est de la forme suivante 
- q = n. D'après le lemme 



2.2 



Ti) où 



on a Q- 



(0^ g ) n s [„ . Et à l'intérieur de 
ce centralisateur, par la proposition 2.9 on obtient F = ^^is^aa ® fl'hd) ^^^ma- 
Pour d £ N fixé, la paire réductive symétrique associée est donc une paire 
du même type que celle de l'algèbre de Lie symétrique de départ. Regardons 
maintenant dans quels cas (g* = P © Tr) où est un tore de dimension r ^ 0. 

- Si flrfforf — 0, la paire associée est (sl„,s[„). 

- Si et ^ 0, il existe un élément nilpotent non nul pour la paire 
(s'mdJ (s'od ® S'fed))- C'est un élément nilpotent pour la paire 

(sl„,Slp © Slg ©Ti). 

On en déduit la proposition suivante : 

Proposition 3.6. Les éléments p-distingués dans le cas AIII coïncident avec les 
éléments presque p-distingués. Ce sont ceux qui correspondent aux ah- diagrammes 
de Young dont les lignes de longueur fixée commencent par la même lettre. 



3.3 Cas BDI, CI, DIII et CII 

La paire (g, É) considérée est de la forme suivante : (aut(<i>), aut(<l>, J)) où 
<i> est une forme bilinéaire non-dégénérée symétrique (e = 1) (BD) ou anti- 
symétrique (e = —1) (C) ; J préserve et vérifie ,P = Çld avec ^ = 1 (BDI, 
CII) ou C = -1 (DIII,CI). 



D'après la proposition 2.6 on a g^ ^ 0^ aut(iïd, <&d). A l'intérieur de ce 



centralisateur, par la proposition |2. 10] on obtient 



r ^ 0(aut(iïd,l>d)) 



def- 



2.5 



On pose £d — 1 si est symétrique et = — 1 si est anti-s ymét ri que. De 
même, on définit par {{^/^Y^^ J^^^Y = "^rfld. Par les lemmes 



et|2.7|(b) 

où l'on pose 77 = 1, on a {£d,£,d) = {{-~^Y~^£, {~^Y~^0- Notons que les sous- 
espaces propres de {-s/^Y^^J sont de dimensions ad et bd] si S^d = —1 alors 
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nécessairement ad = bd = Pour d G N fixe, la paire réductive symétrique 
associée est donc donnée par le tableau suivant : 





{e,0 


d pair 


d impair 






(£d, Cd) 


(fld, ïd) 




(fld, ïd) 


(so„,sOp X sOq) (BDI) 


(1,1) 


(-1,-1) 


(sPmd,0^îy) 


(1,1) 


(sO„^,SOarf X SOfcJ 


(5P„,0[„) (CI) 


(-1,-1) 


(1,1) 


(S0md,S0ad X SOfcJ 


(-1,-1) 


(sPma,fl'^) 


(so„,flU) (DIII) 


(1,-1) 


(-1,1) 


(sPm<i,SPa, X SPbJ 


(1,-1) 


(sOmd,0t!!ld.) 


(sp„,spp xspç) (CII) 


(-1,1) 


(1,-1) 


(sOmd,0ÏîM) 


(-1,1) 


(sP™,,SPa, XSP.J 



Regardons maintenant dans quels cas (g^ = É 
dimension r > 0. 

(a) (BDI) Si adbd = 0, alors {gd,id) = (sOm^, 



so 



Tr) oîi Tr est un tore de 



)• 



ma 

(b) (BDI) Si adbd = 1, on a (0d,êd) = (Ti,{0}). 

(c) (BDI) Si a^ferf > 2, contient des éléments nilpotents non nuls. 

(d) (CI) Si nid ^ 2 (i.e. ^0), pd contient des éléments nilpotents non nuls. 

(e) (CII) Si Qdbd = alors {Qd,W = i^Pma'^PmJ- 

(f) (CII) Si ttd, bd ^ 1, Pd contient des éléments nilpotents non nuls. 

(g) (DIII) Si ma = 2, on a (fld,^^) = (Ti,Ti). 

(h) (DIII) Si rud ^ 4, p^ contient des éléments nilpotents non nuls. 
On en déduit les deux propositions suivantes : 

Proposition 3.7. Les éléments p-distingués du cas BDI (resp. CI) sont ceux qui 

ont un ab- diagramme n'ayant pas de lignes de longueur paire (resp. impaire) et 
tels que les lignes de longueur impaire (resp. paire) débutent toutes par la même 
lettre. Pour obtenir les éléments presque p-distingués, on autorise de plus, par 

longueur de ligne impaire (resp. paire) une paire de ligne, débutant l'une par a 
et l'autre par b. Le nombre de tels couples est égal au défaut de notre élément. 

Démonstration. Dans le cas (a), on a ô'-'{d) = 0. Dans le cas (b), on a 5'^{d) = 
dim p^ = 1 . Dans les cas (c) et (d) , on a des éléments nilpotents non nuls pour la 
paire {g^, F), ce qui empêche l'clcment d'être presque p-distingué. On en déduit 

la proposition grâce au tableau précédent. □ 

Proposition 3.8. Les éléments p-distingués du cas CII (resp. DIII) sont ceux 
qui ont un ab- diagramme tels qu'il existe, par longueur de ligne paire (resp. 

impaire ), une ou zéro paire de ligne ( débutant nécessairement par a et par b) et 
tels que les lignes de longueur impaire (resp. paire) débutent toutes par la même 
lettre. Par ailleurs, les éléments presque p-distingués sont p-distingués. 

Démonstration. Dans les cas (e) et (g), on a 6^{d) = 0. Dans les cas (f) et (h), 

on a des éléments nilpotents non nuls pour la paire (g^,P), ce qui empêche 
l'élément d'être presque p-distingué. On en déduit la proposition grâce au ta- 
bleau précédent. □ 

Exemple 3.9. Dans le cas BDI, les éléments correspondant aux diagrammes 
suivants sont presque p-distingués de défaut 1. En particulier, ils ne sont pas 
distingués : 



aba 



T.= a 



ababa 
aba 
bob 
b 



T7 = 



ababa 
aba 
bab 
a 
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Le cas CI est très similaire, des exemples de tels éléments sont les suivants : 

bababa 
baba 
abab 
ba 

3.4 Bilan Provisoire 

A partir des examens de (gjj, id) dans certains cas classiques simples effectués 
lors de cette section, on peut résumer le défaut de longueur d associé à e dans 
le tableau ci-dessous. 



Type 


S%d) pour dGW 


AI 


rrid 


AU 


n 


d 




d pair 


d impair 


(BDI) 


rrid 
2 


min{ad,fed} 


(CI) 


n\m{ad, ba} 


2 



Par ailleurs, en combinant les résultats |3.6| et |3.8| avec la proposition |1.10| 
on obtient : 

Corollaire 3.10. La conjecture \l .13\ est vraie dans les cas AIII, DIII et CH. 

4 Réduction d'orbites presque p-distinguées 

Nous disposons d'un autre résultat pour écarter le fait que certains éléments 
presque p-distingués puissent engendrer une composante irréductible étrange. 

Proposition 4.1. (a) Soit ei,e2 G p deux éléments nilpotents avec C(ei) C 
0(62) alors (5(ei) - ^(62) ^ dimO(e2) - dime'(ei) = dimp'^i -dimp'^^ 

(b) Si il y a égalité et e\ est presque p-distingué, alors £(ei) C £(62). 

Démonstration, (a) Rappelons que l'on a une application prj^ : £(£2) — > 0(62). 
Comme (g. 62, g. 62) G £(62) pour tout g K et comme ei G 0(62), on a 
(ei,ei) e 2^(62) et ei appartient à l'image de prj^. Maintenant, pour tout x G 
0(62), on aprj;^(a;) = (x, p^ HA/"). On en déduit donc que prj~-^(ei) Ç (ei^p^^nAf) 
est un sous ensemble de dimension au moins égale à dim p*^^ n Af. On en déduit 
que dimp^^ — 6(62) = dimp'^^ JV ^ dimp*^! nW = dimp"^! — ^(ei). L'inégalité 
de (a) s'en suit facilement. 

(b) Si les hypothèses de (b) sont vérifiées, alors p"^^ CiJV = ®.i^ip(ei,i) est 
un ensemble irréductible contenant une fibre de pr^^ de même dimension, d'oii 
(ei,p'^i nAA) C £(62) et £(ei) C £(62). □ 

Définition 4.2. Si ei est presque p-distingué et 62 nilpotent quelconque vérifiant 
l'égahté (5(ei) — S{e2) = dimp"^! — dimp^^, on dit que 0{ei) se réduit en 0(62) 
ou encore que 0(62) est une réduction d'ordre S{ei) — 6(62) de 0(61). 

Une telle réduction est dite minimale si il n'existe pas d'orbite O telle que 

ôï^ çoç ôï^. 



, , bababa 

baba , , 

, baba 

L s — ba , 1 9 — ,7 

, abab 

ab , 
ab 
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Lemme 4.3. Si une orbite 0{ei) se réduit en une orbite 0{e2) alors toute 
orbite 0(63) telle que 0{ei) C 0(63) C 0{e2), est une réduction de 0{ei). 



En vertu de la proposition et du lemme précédents, pour montrer à l'aide 
d'une réduction qu'un élément ei presque p-distingué n'engendre pas de compo- 
sante irréductible étrange, il suffit de savoir qu'il existe une réduction minimale 
de ei. 

Dans chaque cas classique simple non encore résolu, on introduit un ordre 
sur les (a&-)diagrammes pour transférer la relation d'inclusion des orbites sur les 
diagrammes (cf. |0t21 1.9], |Otl[ 1.4]). C'est notamment l'objet des définitions 
suivantes. 

Définition 4.4. Soit F un (a5-)diagramme de Young. On appelle motif de F 
un sous-diagramme obtenu à partir de F en conservant uniquement les lignes de 
longueur d G I oh I est un intervalle de N. 

On note F' le diagramme obtenu en enlevant la première colonne de F. On définit 
par récurrence F^'^) = (r^*^-!))' pour fc e N* où F^") = F. 

Soit (ri,r2) un couple de (a 6-) diagrammes de Young. On définit une relation 
d'ordre partiel comme suit. On dit que Fi < r2 ou que r2 est une dégénérescence 
de Fi si : 

(k) (k) 

- pour tout fc € N*, le nombre de cases de Tl est inférieur à celui de Fj , 
lorsque Fi,F2 sont des diagrammes de Young ; 

(k) 

- pour tout fc G N*, le nombre de a et le nombre de 6 de F ]^ sont inférieurs 

(k) 

respectivements à ceux de Fj , lorsque Fi,F2 sont des a6-diagrammes de 
Young. 

La dégénérescence Fi < F2 est dite minimale s'il n'existe pas d'(a6-)diagramme 
F tel que Fi < F < F2. 

On appelle ligne commune à Fi et F2 

- une ligne de même longueur si Fi et F 2 sont des diagrammes de Young ; 

- une ligne de même longueur débutant par la même lettre si Fi,F2 sont 
des a6-diagrammes de Young. 

On définit Fi et F2, en enlevant toutes les lignes communes à Fi et F2. 

Rappelons que si Oi, O2 sont deux orbites ayant pour (at>-)diagrammes res- 
pectifs Fi,F2, alors Oi Ç O2 implique Fi ^ F2. Réciproquement, si deux 
(a6-)diagrammes vérifient Fi ^ F2, et si Oi a pour diagramme Fi, alors il 
existe O2 correspondant à F2 telle que Oi Ç O2 (cf. |0t21 Théorème 3], |Otl[ 
Théorème 1]). 

Notons que le fait qu'une orbite se réduise en une autre ne fait intervenir 
que des invariants propres aux (a6-)diagrammes de Young : défaut, dimension de 
centralisateur, inclusion. On transfert alors également les notions de défaut et de 
dimension de centralisateur aux (a6-) diagrammes que l'on note repectivement 
Ô{T) et dimpi'. 




proposition |4.1| (a) , on a 

= {ô{e,) ^ 0(62)) - {S{e,) - S{e2)) 
^ (dimp^i - dimp"^) - (dimp"^ - dimp"^) 



^ dimp^i 



dimp' 



L'inégalité inverse découle de 4.1 (a). 



□ 
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Définition 4.5. Soient ri,r2 deux (a5-)diagrammes de Young, on pose A — 
A(ri,r2) = (5(ri) - àiV^) et s = s(ri,r2) = dimp^i _ dimpr2. 

On dit que Fi se réduit en ou que r2 est une réduction de Fi, si Fi < F2 et 
s = A. 

Remarque 4.6. Les notions de défaut, de dimension de centralisateur et de 
réduction pour les (a6-) diagrammes dépendent du cas simple considéré (AI, AIL 
BDI ou CI). 

Soit 0\ une orbite et Fi son (a6-)diagramme. L'existence d'une réduction pour 
0\ équivaut à celle d'une réduction pour Fi. 

La notion de dégénérescence minimale équivaut à celle d'« adjacent degenera- 
tion » introduite dans [OtTl (1.4)] et [Ot2. (2.4)]. 



4.1 Les cas AI et AU 



Regardons le cas le plus simple : le cas AI. On fixe un élément e\ presque 
p-distingué, et on note son diagramme de Young Fi. Par la proposition |3.4| 
les lignes de Fi sont de longueurs distinctes. D'après |Otll Lemme 5], la seule 
dégénéréscence minimale F2 de Fi susceptible d'être une réduction doit fournir 











X 





Fa 



C'est à dire que si l'on note F^ = (p^,p27 • • ■ où (Pj)j est une suite 
décroissante d'éléments de somme n, alors il existe jo € [Ij^-l tel que 

= P]o + 1 ' Pjo+i = P]o+i - 1 ' = V] sinon. 

La dimension du centralisateur dans p d'un élément correspondant à un tel 
diagramme de Young est donnée par (cf. [Sel 3.1]) : 

dimp^' = (^ jp;.)-l. (4.1) 

On peut donc calculer la différence s : 
s - dimp^i-dimp^^ = Jopi, + (io + l)p]„+i-Jo(p-o + l)-(jo + l)(p]o+i-l) = 1- 

Pour obtenir une réduction, on doit donc avoir A = 1, c'est à dire (5(Fi) = 
i5(r2)+l ce qui se traduit par le fait que F2 possède une ligne de moins que Fi (cf. 
proposition 3.4 1. Ceci n'est possible que si Fi possède une ligne (nécessairement 
unique) de longueur 1. Ainsi, si l'on reprend les diagrammes de l'exemple |3.5[ 
on voit que Fi et V\ possèdent chacun une réduction, mais que ce n'est le cas 



ni pour F2, ni pour F3. Au passage, ceci permet de prouver la conjecture 1.13 



dans le cas AI de rang 2 et 3, car dans ces cas Fi et V\ représentent les seuls 
éléments presque p-distingués non p-distingués. 



Dans le cas AU, par la même méthode, nous pouvons montrer que la seule 
dégénérescence minimale possible pour un élément presque p-distingué est ob- 
tenue de celle du cas AI en doublant les lignes. On a alors s = 4 tandis que 
A = 1, on n'a donc pas de réduction d'élément presque p-distingué. 

Conséquence. La conjecture |1.13| est démontrée dans le cas AI jusqu'au rang 
3 et dans le cas AU de rang 1. 
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4.2 Les cas BDI et CI 



Heureusement, dans les cas BDI et CI, la méthode de réduction permet 
d'obtenir plus de résultats. On traite tout d'abord le cas BDI, le cas CI lui 
étant très similaire. 

Introduisons quelques notions pour calculer les entiers s(ri,r2). On fixe un 
élément e nilpotent quelconque (non nul) dans une algèbre symétrique de type 
BDI, et r désigne son a6-diagramme de Young. 



Définition 4.7. Si F ne comporte que des lignes de longueur impaire on définit 
comme étant la longueur de la {2j + l)-ème colonne de T. 

On rappelle que le défaut de la longueur d est donné par 5^{d) — mm{aii, hd) 



et que Ô{T) = J2d^^('^) (*^^- section 3.4 et remarque 3.3 1 



Lemme 4.8. Si h est un élément à valeurs propres entières de 5o(V) et V{i) 
le h-module de poids i G Z, alors = 5o{V{0)) © ®i>o £lt(^(*))- 

Démonstration. On note <î> la forme bilinéaire symétrique canonique définissant 
5o{V). Soit V e V{i) etw e V{j). On a ^{h.v, w)+^{v, h.w) = 0, d'où w) = 
ou i + j = 0. On a donc une décomposition orthogonale /i-invariante V — 
1^(0) ® ®^^n.{V{i) © V{~i)). On voit que {Q%v{i)®v(-^) = fl[(^«). D'où le 
résultat. □ 

Lemme 4.9. Si T ne comporte que des lignes de longueur impaire, on a 

^0 (^0 ^ 1) 



dimp^ = C+ ^°^^° '^ +|E(fcD 



2 

j>0 

où C est une constante qui ne dépend que de l'algèbre symétrique considérée. 

Démonstration. On inclut e dans un 5-triplet normal {e,h,f). L'élément e est 
pair donc dimp"^ = (dimp — ^ dimg) + ^ dimg^. Comme F ne contient que des 
lignes de longueur impaire, on peut décomposer V en ^(^i)- On voit alors 

par la théorie des représentations de 5I2 que fcj = diml/(2j) pour j G N. On 

que i dimfl'^ = ^^^^ + i E,>o(^P'- □ 



obtient ensuite par le lemme 



On fixe maintenant un élément presque p-distingué ei et on note Fi son 
a&-diagramme de Young. On énumère les dégénérescences minimales possibles 
(cf. ^Ot2. Table V cas BDI]). La première colonne désigne le numéro de la 
dégénérescence minimale Fi < F2 telle qu'elle est indiquée dans |0t2] . Les 
deux colonnes suivantes donnent Fi et F2. La quatrième donne l'entier s = 
dimp'"^ — dimp'"^ et la dernière indique les restrictions sur les entiers p et q. 

Notons que le cas (1) de |0t2] n'apparaît pas car Fi ne peut alors pas cor- 
respondre à une orbite presque p-distingué. Les cas (6) et (7) n'apparaissent 
pas car, pour ces dégénérescences, on a A ^ 0. L'entier s a été calculé à partir 



du lemme 4.9 sauf dans certains cas dont on verra plus tard qu'ils ne peuvent 



donner lieu à de nouvelles réductions. 
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numéro 
de |()t2j 




T2 


S 


précisions 


(2) 


2J9+1 

ab ba 
ab^Jba 

2q+l 


2p+3 

ab ba 

ab...ba 

2q-l 




P^g^ 1 


(3) 


2p+l 

ab ba 
ba.^.ab 

2q+l 


2p+3 

ab ba 
ba...ab 

2g-l 


hTi u^i -1 
"-g '^p+l 




(4) 


2p+l 

ab ba 
ba ab 
ab.^.ba 

2q+l 


2p+2 

ab ab 
ba ba 
ab...ba 

2q-l 





p > g ^ 1 


(5) 


2p+l 

ab ba 

ab...ba 

ba.^.ab 

2q+l 


2p+3 

ab ba 

ab...ab 

ba...ba 

2q 


k^^ — h^^ — 9 
"■0 V+i 


p ^ g = 
P ^ g ^ 1 


(8) 


2p+l 

ba ab 
ab.Jpa^ 

2q+l 


2p+3 

ab ba 
ba...ab 

2g-l 


"■g V+l 


P> 1 


(9) 


2p+l 

ba ab 

ab...ba 

ab.^.ba 

2q+l 


2p+3 

ba ab 

ba...ba 

ab...ab 

2q 




P^g = 
p ^ g ^ 1 


(10) 


2p+l 

ba ab 
ba ab 
ab.^.ba 

2q+l 


2p+2 

ba ba 
ab ab 
ab...ba 

2q-l 




P^g^ 1 



Pour une dégénérescence minimale donnée, on note A(d) 
Notons que A{d) g {0, 1, —1} par le tableau de la section 3.4 



Ô''{d)-S'^d). 



Considérons la dégénérescence minimale (3). D'après le lemme 4.9 

s — ha kn^A 1. 



on a 



(4.2) 



On voit que les réductions éventuelles de défaut ne peuvent se produire que pour 
les longueurs 2g + 1 et 2p + 1. Les augmentations éventuelles de défaut, pour les 
longueurs 2p + 3 et 2g — 1. 

On va tout d'abord se placer dans le cas p = q. On a alors a2p+i62p+i 7^ 0, or 



ei est presque distingué donc a2p+i62p4 
et s = 1 d'après (lO). Or A(2p + 1) = 



1. On en déduit ko 



tp+i - 



1. Pour obtenir une réduction, on doit 
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nécéssairement avoir A(2p + 3) = A(2p— 1) = 0. Voyons ce que cela donne dans 
les différents cas : 

- Si a2p+3&2p+3 = 1 ou 62p+3 (resp. a2p^ib2p-i = 1 ou a2p-i = 0), alors 
A(2p + 3) = (resp. A(2p- 1) = 0). 

- Le seul cas pour lequel (3) ne donne pas de réduction est celui oii t'2p+3 = 
W2p+3 7^ ou a2p-i = m2p-i 7^ 0. 

- On obtient un résultat analogue si l'on considère la réduction (3') oii les 
rôles de a et 6 sont inversés. On voit alors que le seul cas qui ne peut pas 
être réduit par (3) ou (3') est (à permutation de a et 6 près) le cas où 
0'2p+3 — 'T7-2P+3 7^ et a2p_i = m2p_i =/= 0. Le plus petit exemple est le 
suivant : 

ababa 
aba 
bab 
a 

Notons que l'on a ainsi montré que si des longueurs de lignes consécutives 
impaires avaient un défaut, on pouvait réduire l'orbite 0{ei). Nous supposerons 
maintenant dans la suite que Fi ne possède pas de motif 

2p+3 

ab ba 

ba ab 

ab...ba 
ba.^.ab 

2p+l 

Nous allons aussi montrer que (3) pour p ^ q ne peut pas apporter de 
réduction. En effet, soit r2 le diagramme obtenu grâce à une dégénéréscence (3) 
où l'on suppose p ^ q. Avec les notations précédentes, il est facile de voir que 
si A(2p + 1) = 1 (resp. A(2g + 1) = 1) alors kp^i = fcp — 2 (resp. kq = kp + 2) . 
On en déduit alors que 

kg > fcp + l + A(2ç+l), kp+i < fcp - 1 - A(2p+ 1), 

s = kg- kp+i -1^(1 + A{2q + 1)) + (1 + A{2p + 1)) - 1 > A + L 

On ne peut donc pas espérer de réduction. Le cas de l'opération (2) se traite de 
la même manière. 

Regardons maintenant ce qui se passe dans le cas de la dégénérescence mi- 
nimale (5) pour q = et p quelconque. On remarque que aibi — 1 car ei est 
presque p-distingué. D'après le lemme [49) on a s = fco — fcp+i — 2. Observons que 
ko = kp + 2 et A(l) = 1. Notons que le cas où ô^^ (2p-|- 1) = 1 a déjà été montré 
comme réductible (suivant que p = l auquel cas on a deux défauts consécutifs, 
ou p > 1 auquel cas rn2p-i = 0). On supposera donc que 6^^{2p + 1) = et 
on obtient une réduction par (5) si et seulement si fcp+i = kp — 1 c'est à dire 
TO2p+i = 1. Le seul cas que l'on arrive pas à traiter est le cas où m2p+i > 1 dont 
le plus petit exemple est : 

aba 
aba 
a 
b 
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On peut montrer que les autres dégénérescences minimales ne mènent pas 
à des réductions des exemples que l'on a cité. Donnons ici des exemples de 



réduction. On considère les diagrammes Fs et Fg de l'exemple 3.9 et on indique 
de l'autre coté de la flèche un diagramme qui les réduit. 



aba 

a — > ababa; 
b 



ababa ababa 

aba ababa 

bab b 

b b 



En conclusion pour le cas BDI : on peut réduire ei si et seulement si les lignes 
de son a6-diagramme comportant un défaut ne sont pas toutes dans des motifs 
du type (à permutation de a et 6 près) : 



2p+5 



2p+3 



ab ba 

ab ba ■ 

ba ab ou ab...ba pour p > 0. 

ab...ba ab...ba 

a 



b 



2p+l 
2p+3 



Dans le cas CI, les dégénérescences minimales possibles sont indexées dans 
[Ot2] de (1) à (10) de façon similaire au cas BDF La dégénérescence (5) ne 
donne plus de réduction, seule, la (3) en donne une. Il existe un unique motif 
non réductible (à permutation de a et 6 près) : 



2p+6 



ab ab 

ab ab 

ba ba pour p ^ 0. 

ab...ab 




Indiquons, comme ci-dessus, comment les diagrammes Fg et Fg de l'exemple 
se réduisent : 



baba 

ba 

ab 



bababa bababa 

bababa baba bababa 

ab ' abab ab 

ab ab 



Conséquence. La conjecture 1.13 est vraie pour (50„,so„^ x so„J (BDI) avec 
ria ^ 2 ou rif, ^ 2 ou max(na, Uh) ^ 4. Dans le cas (CI), elle est vraie jusqu'au 
rang 7; i.e. pour (sp2„,0[„) avec n ^ 7. 
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5 Une utilisation complète du lemme |1.8 



5.1 Etude de ^(e, 1) 

Nous avons jusqu'à présent écarté le cas où p(e, 0) contient des éléments 
nilpotents grâce à la proposition |1.10| L'objet de cette section est d'utiliser le 
lemme 1.8 lorsque p(e, 1) est non nul dans les cas classiques qui nous restent. No- 
tons que dans les cas BDI et CII, les presque p-distingués sont pairs. En particu- 
lier dans ces deux cas, pour un élément presque p-distingué e, on a p(e, 1) = {0}. 
D'après le lemme [LÏÏ] le lemme [ÎTS] est impuissant pour éliminer la possibilité 
qu'un tel e engendre une composante étrange. C'est pourquoi nous allons nous 
limiter aux cas AI et AIL Dans cette section on fixe donc g = sl{V) et un élément 
nilpotent non nul e que l'on inclut dans un 5-triplet (e, h, /). Comme dans jOtlj . 
on note (Ai);^^, la partition de n correspondant au diagramme de Young de e. 
Alors, on sait qu'il existe une base {e°'.Vi \ a ^ Xi — 1; a,i E N,Vi E V} de V (cf. 
[TY] 19.2) pour laquelle h est diagonal. Plus précisément, 

(e'.v, I a A, - 1) 

est un sl2-module irréductible et en notant V{k) le /i-espace propre de V associé 
à fc, on a 

V{k)^({e''.v^\2a-X, + l^k}). (5.1) 

Le lemme suivant nous indique des cas où il existe un élément ei G q'^ tel 
que ei ^ 0(e). 

Lemme 5.1. Supposons qu'il existe ii,î2 G tels que < A^^ = Xi^ — 1. Alors, 
il existe un élément e\ G ®i>i0(e,î) tel que e\ ^ 0(e). 



Démonstration. On note e — X)igN "^^^ défini par ^ ^ ^ 

Les éléments commutent deux à deux. Définissons maintenant l'élément 



6"+ .«^2 pour ^ a ^ A,^ — 1 
e^.Wii pour < a < Ai^ — 1. (5.2) 
sinon. 

On vérifie facilement que ti^ ~^ — ef ^ , et donc que e commute avec ei :— 




e 



X^j^^ii 12 ^i- ailleurs le diagramme de ei est strictement supérieur 
à celui de e, donc ei ^ C(e). Enfin, l'égalité (5.1) nous donne e^^^i^ .(^(fc)) Ç 
l/(fc-h 1) donc ei e 0(e,l) ©0(e,2). □ 



D'après le lemme 1.9 on a 0j>2 fl(e, i) C 0(e). Le lemme suivant peut alors 
être considéré comme une réciproque du lemme |5.1[ 



Proposition 5.2. Supposons que pour tous i,j G N tels que Ai,Aj ^ 0, on ait 
A, ~Xj ^1. Alors 0(e, 1) = {0}. 

Démonstration. Nous allons montrer la contraposée en supposant l'existence 
de X G 0(e, 1) \ {0}. Commençons par noter que d'après (5.1 1, on a pour tous 
j G N*, fc G N : 

Vj G V{~Xj + 1) et ker(e'') n V{-k + 1) = {v, | Ai = fc). (5.3) 
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Comme x commute avec e, il existe un indice i tel que y — x.Vi ^ Q et puisque 
X G 0(1, ft.), on a j/ G V{-Xi + 2) = e.V{-\i) © ker(e^*"i). Soit yi + y2 la 
décomposition de y dans cette somme directe. Soit z G V^(— Aj) tel que yi — e.z. 
On a e'^'+^.z = a;.(e'^'.î;i) = donc z G (wj | \j — Xi + 1). Si z ^ 0, il existe 
nécessairement j tel que \j = + 1. Dans le cas contraire, yi = e.z = et 
^ y = y2 G ker(e^'"i) n V{-K + 2) = {vj \ Xj = A, - 1). D'où l'existence de 
j tel que Aj = Ai — 1. □ 

Grâce au lemme |1.9[ on voit que si e est presque p-distingué et vér ifie les 

ne 



1. 



hypothèses de la proposition précédente alors Af Op'^ C 0{e). Le lemme 
peut donc rien nous apporter. Dans le cas contraire nous allons pouvoir utiliser 
ce lemme ; c'est l'objet de la suite de cette section. 

5.2 Le cas AI 

On utilise les notations de la sous-section précédente. Soit e presque p- 
distingué ; les A^ sont donc deux à deux distincts. De plus, prenant en considération 
la proposition |5. 2 1 nous ferons l'hypothèse qu'il existe deux indices ii et 12 tels 
que < Aij^ = Xi^ — 1. On sait qu'on peut alors supposer que la forme bilinéaire 
symétrique sur V définissant la paire symétrique (g, 6) est donnée par (cf. |Otll 
Lemme 1]) 

,„ I, - flsii=7eta + 6+ l = Ai 
^ ■" [0 smon. 

Il est facile de vérifier que pour tous a, 6, î, j, on a {ei.e°'.Vi, e^'.Vj) — {e°'.Vi, ei.e^.Vj) 



ovl ei — Ci-^^i^ ia l'élément de la démonstration du lemme 



5.1 



Ceci 



implique que ei G p et on a obtenu un élément de p^ qui n'appartient pas à 



0{e). D'après le lemme 1.8 la sous-variété €{e) n'est donc pas une composante 
irréductible de £"''(p). 

Concrètement, cela veut par exemple dire que l'élément correspondant au 



diagramme de Young r2 de l'exemple 3.5 ne peut pas engendrer de composante 
irréductible étrange. 

Conséquence. La conjecture |1.13| est démontrée dans le cas AI de rang 4. 

5.3 Le cas AU 

Nous allons cette fois nous placer dans le cas AIL Soit e presque p-distingué ; 
donc si Ai ^ 0, il existe un unique indice tel que A^(i) = A^. De plus, cf. 
proposition |5.2| nous allons supposer qu'il existe ii et 12 tels que < A^^ = 
Ai2 — 1. On peut alors supposer que la forme bilinéaire antisymétrique sur V 
définissant est donnée par (cf. |OtH Lemme 1]) 

f, s _ ( a{i) si i — f3{j) et a -|- 6 -I- 1 = Aj 



sinon. 



011 a{i) G {±1} et a{(3{i)) — —a{i). Quitte à permuter ii et /3(îi), on peut 



supposer a{ii) — a(i2). Avec des notations de la démonstration du lemme 5.1 



et en particulier ( [5^ , on pose e'^ = a^^i^ + ep(^i^)^f3(i^) + X^i^/.- e,: 



^{il,i2,/3(il),/3(i2)} ' 



Comme dans le cas AI, o n vé rifie que c'est un élément de p'^ qui n'appartient pas 



à 0(e). D'après le lemme 1.8 la sous- variété £(e) n'est donc pas une composante 
irréductible de £"''(p). 
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Ce qui précède implique par exemple que l'élément correspondant au dia- 
gramme de Young r4 de l'exemple 3.5 ne peut pas engendrer de composante 
irréductible étrange. 



Conséquence. La conjecture 1.13 est démontrée dans le cas AU de rang 3. 



6 Les cas exceptionnels 

Dans les cas exceptionnels, nous disposons d'une classification des orbites 
d'éléments nilpotents, des centralisateurs des iS-triplets associés, et de leurs 
relations d'inclusion, cf. [DôT, [ Do2] . |Do5| . |Do6| . Nous allons donc pouvoir 
appliquer au cas exceptionnel les mêmes méthodes que précédemment visant à 
éliminer des possibilités, pour des orbites nilpotentes, d'engendrer des compo- 
santes étranges. Finalement, nous démontrerons la conjecture dans tout les cas 
exceptionnels hormis El. 



6.1 Utilisation de la proposition 1.10 



Fixons une algèbre de Lie simple symétrique exceptionnelle (g, î) ainsi qu'une 
forme réelle du même type 0k- Les tables de [DolJ et fDo2] nous donnent les 
orbites nilpotentes réelles dans Ar. En fait, la classification de D.Z. Djokovic 
s'appuie sur une description des orbites complexes de (g, É) qu'il rehe à la classi- 
fication des orbites réelles par la correspondance de Kostant-Sekiguchi. Chaque 
ligne désigne donc une orbite complexe non nulle, que l'on repérera par son 
numéro donné dans la première colonne. Fixons un élément e de cette orbite, 
et incluons-le dans un 5-triplet (e, h, f) engendrant une algèbre de Lie s. Le 
centralisateur réductif réel donné dans la dernière colonne de ces tables est en 
réalité déduit du centralisateur complexe (cf. |Doll §15]). Tous les calculs de 
D.Z. Djokovic effectués dans le cas complexe restent vrais dans le cas d'un corps 
algébriquement clos de caractéristique zéro. Pour retrouver la paire réductive 
(g^jP) complexe, il suffit d'appliquer la correspondance dans l'autre sens, sa- 
chant que Vr désigne un tore de dimension r dans p et que désigne un tore de 
dimension r dans t. On voit donc facilement si = 6© ou non. Les tableaux 
suivants résultent de ces calculs dans les différents cas simples exceptionnels et 
donnent les orbites presque p-distingués. La première colonne donne le numéro 
de l'orbite tel qu'il apparaît dans |Dol| et |Do2j . La seconde colonne donne 
le type d'isomorphisme de la paire (g^,P). La troisième donne le défaut d'un 
élément de cette orbite. 



^6(-26) (cas EIV) 



J4(-20) (cas FII) 



1 


(S07 ® Ti,507) 


1 




1 


(sl4,Sl4) 





2 


(G2,G2) 







2 


(G2, G2) 






G2(2) (cas 


CI) 


3 


(0,0) 





4 


(0,0) 





5 


(0,0) 






25 







14) (cas EIII) 




3 


(S07 


eTi,507 Ç 


DTi) 





4 


(S07 


®Ti,507 Ç 


DTi) 





7 




©Ti.staS 


)ri) 





8 


(sis 


eTi.staS 


)Ti) 





9 




(G2,G2) 







10 


(S05 


® Ti,S05 C 


BTi) 





11 


(S05 


® Ti,S05 Ç 


DTi) 





12 


{5i2 


eTi,s[5S 








7(-25) 



(cas EVII) 



El) 



12 


(r2,ri) 


1 


16 


(T^i,0) 


1 


17 


(7-1,0) 


1 


18 


(0,0) 





19 


(0,0) 





20 


(0,0) 





21 


(^1,0) 


1 


22 


(0.0) 





23 


(^2.0) 


2 



6 




{Fi. Fi) 







7 




{Fi, Fi) 







11 


(sU ( 


BTi,s[4® 


Ti,) 





12 




BTi,sl4© 


Ti,) 





16 




(507,507) 







17 




(507,507) 







18 




(507,507) 







19 




(507,507) 







20 




®Ti,5[3S 


)Ti) 





21 




(G2,G2) 







22 




(G2,G2) 








F4(4) (cas FI) 



6 


{sh,sh) 





16 


(0,0) 





17 


(0,0) 





18 


(0,0) 





19 


(S[2,5[2) 





22 


(0,0) 





23 


(0,0) 





24 


(0,0) 





25 


(0,0) 





26 


(0,0) 






i;8(_24) (cas EIX) 


6 


(£^6, Eq) 





18 


(508,608) 





19 


(508,508) 





21 


(^^4,^-4) 





23 


(505 ®ri,S05®Ti) 





24 


(515,5(5) 





26 


(5[3®ri,5l3®Ti) 





27 


(5(4, 5(4) 





28 


(25(2, 25[2) 





30 


(G2,G2) 





31 


(G2,G2) 





32 


(507,507) 





33 


(507,507) 





34 


(25(2,2512) 





35 


(5(3,5(3) 





36 


(G2,G2) 
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^7(7) (cas EV) 



1 R 

lu 




n 
u 


1 7 


(^2, ^2) 


n 
u 


oy 




n 
u 






n 
u 




71, T„\ 
{J^2, J^2) 


n 
u 


^y 


\^2, ^2) 


n 

u 


ou 




9 


00 


(^Sl2,Sl2j 


n 
u 


ou 


1^512, Sl2j 


n 
u 


u / 


(Vl (W 


n 
u 


fis 

uo 


(Tl n"! 

\U, U) 


n 

u 


fiQ 

uy 


(Cl n\ 


n 
u 


/ u 




n 
u 


76 


fO 0) 





77 


(0,0) 





78 


(0,0) 





79 


(0,0) 





80 


(Tl,rl) 





81 


(^1,0) 


1 


85 


(0,0) 





86 


(0,0) 





87 


(0,0) 





88 


(0,0) 





89 


(0,0) 





90 


(0,0) 





91 


(0,0) 





92 


(0,0) 





93 


(0,0) 





94 


(0,0) 






Ej^^) (cas EVIII) 



1 A 




n 
u 


lO 




n 
u 


o4 


(et et \ 


u 


zL9 


(g( fCi T cf T ^ 

{5l2 fcb -i 1 , S l2 J-l) 


n 
u 


^0 


^Z5l2, ZSl2j 


n 
u 


01 




u 


fi7 
U / 




u 


Uo 




n 
u 


fiQ 

uy 


(Tl (Ti 


u 


7n 


('9cf 91x1 


n 
u 


70 

/ y 


[-1-1,-11) 


n 
u 


ou 


{-Ll,-Ll) 


n 
u 


SI 

ol 


K-i-i,^) 


1 

1 


S/1 
o4 


{-1-1,-1-1) 


n 
u 


Si^ 

OO 


Ul>Uj 


1 
1 


S7 
o / 


C T, T, 
(.-tl, JlJ 


n 
u 


SS 

OO 


CT, (W 


1 
1 


y 1 


en n^i 


n 
u 


09 

yz 


en n"! 


n 
u 


0"? 

yo 


CT, T, "1 


n 
u 


OzL 
y^ 


C T, T 


n 
u 


0^ 
yo 


CT, n"! 


1 
1 


OS 

yo 


Cn (\\ 


n 
u 


00 

yy 


en n"; 


n 
u 


1 fil 
lui 


en n\ 
(U, Uj 


n 
u 


102 


en 0^1 

l^U, UJ 


n 

U 


104 


(0,0) 





105 


(0,0) 





106 


(0,0) 





107 


(0,0) 





109 


(0,0) 





110 


(0,0) 





111 


(0,0) 





112 


(0,0) 





113 


(0,0) 





114 


(0,0) 





115 


(0,0) 
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^6(2) (cas EU) 



u 













1 9 




j 1 




-'-IJ 





1 

±o 




ffi T-, 
tp 1 


-312 vp 




















91 




1^*2 









99 




1^*2 


TA 




1 

± 


23 




fsU 


sh) 







25 


(Sl2 




512 © 







27 




(^1 









28 




(T^i 


Ti) 







29 




(^1 


Ti) 







30 




(^1 


Ti) 







32 




(0 


0) 







33 




(0 


0) 







34 




(T^i 


Ti) 







35 




(^1 


Ti) 







36 




(0 


0) 







37 




(0 


0) 








£;7(_5) (cas EVI) 



6 













14 


(G2 


+ SI2 


G2 + 


S12) 





19 




(3sl2 


35(2) 







20 




(3sl2 


3S[2) 







22 




(SP6 









24 


(Sl2 


©Ti 


SI2 © 


Ti) 





25 


(S13 


©Ti 


5I3© 


Ti) 





27 




{T2 


T2) 







28 


(St2 


©Ti 


5(2 © 







29 




(Sl2 


SI2) 







31 




(Sl2 


SI2) 







32 




(Sl2 


SI2) 







33 




(2S[2 


2S[2) 







34 




(25I2 


25(2) 







35 




(Sl2 


S12) 







36 




(^1 


Tl) 







37 




(5(2 


S12) 








Notons que l'orbite 15 de EVIII n'apparaît pas dans [PTJ, elle est néanmoins 
bien p-distinguée. Notons aussi que l'orbite 1 de EIV n'est pas p-distinguée suite 
à une erreur dans la table VII de [Do2] mentionnée par King dans |Kij . 

Conséquence. Les algèbres de Lie simples symétriques GL FI, FIL EIII, EVI, 
EVII et EIX ne possèdent pas d'élément presque p-distingué non p-distingué 
donc en vertu de la proposition |1.10| la conjecture |1.13| est démontrée dans ces 
cas-là. 



6.2 Quelques réductions 

Dans une algèbre de Lie simple symétrique donnée, on note Oi l'orbite de 
numéro i des tables de D.Z. Djokovic. Enumérons quelques réductions d'éléments 
presque p-distingués. 



Référence 


Type de g 


n° 


dimO 


ô{e) 


|Do5| 


EU 


22 


29 


1 


24 


30 









50 


52 


2 


|Do6j 


EV 


54 


53 


1 


81 


59 


1 






85 


60 









81 


107 


1 






84 


108 





|Do7j Table 


EVIII 


88 


109 


1 


2 et Fig.2 


91 


110 









95 


111 


1 






98 


112 









21 


34 


1 


[nô5] Fig.2 


El 


18 


35 





17 


32 


1 






22 


33 
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Il ne reste que 5 orbites sur lesquelles nous ne pouvons pas nous prononcer 
pour l'instant ; elles ne possèdent pas de réduction. Ce sont les suivantes. 



Type 


n° de O 


-ftT-diagramme de Dynkin 
d'une caractéristique 
de O 


G-diagramme de Dynkin 
d'une caractéristique 
de O 


EIV 


1 


0001 


100001 


El 


16 


1111 


111011 


EVIII 


85 


11111111 


10010101 


El 


12 


2002 


000200 


El 


23 


0020 


000200 



6.3 Utilisation du lemme 11.81 



Nous allons montrer que les trois premières orbites du tableau précédent 
n'engendrent pas de composante étrange, grâce au lemme |1.8[ Comme dans la 
section |5] on étudie le /i-espace propre associé à la valeur propre 1. 

Soit s — i?6(-26) (cas EIV). On s'intéresse à l'orbite Oi (cf. |Do2] '). On 
considère un 5-triplet normal standard (e, ft., /) avec e G Oi. On peut calculer 
facilement les dimensions de t{i,h) et p{i,h) pour les différents entiers i et on 
obtient (cf. [JNj) : 



i 


dimÉ(i, h) 


dimp(î, h) 


> 2 








2 


7 


1 


1 


8 


8 





22 


8 



On en déduit que tout élément non nul e de p(2, h) est régulier sous l'action 
de K{0,h) dans p(2,/i) et appartient donc à Oi (cf. ^Ka^ Lemme 2.2.9]). De la 
même façon, comme h' — 2h est une caractéristique pour l'orbite régulière O2, 
tout élément régulier sous l'action de -^'(O, h') = K{0, h) dans p(2, h') = p(l, h) 
appartient à ©2- Mais comme t(3, h) = {0}, on a p(l, /i) = p(e, 1). Soit donc e' 
régulier dans p(e, 1) ; on a e' G O2 et [e', e] = 0, d'où A/" n p"^ ^ Oi, et par le 



lemme 1.8 e ne peut pas engendrer de composante étrange. 



Proposition 6.1. Si (0,É) est de type El, il existe e G Oie et e\ G Oig tels que 
[e,ei] = 0. 

Si (g, É) est de type EVIII, il existe e G Oss et ei G Oiog tels que [e, ei] = 0. 

Démonstration. Soit g de type Eq (resp. Eg). Nous allons fixer une sous algèbre 
de Cartan i) de g, une base de Chevalley {Xa-)aiGR{B,t)) compatible avec le 
système de racine iî(g, f)), et une involution explicite de type El (resp. EVIII) 
telle que f}nÉ soit une sous-algèbre de Cartan de 6. Pour simplifier les notations, 
on notera parfois Xi à la place de . . Soit une caractéristique h G f) n É de 
l'orbite Oig (resp. Oss)- H se trouve que h' — 2h est alors une caractéristique de 
l'orbite Ois (resp. Oiog)- Avec les notations de la section 1.2, on rappelle que 
l'on a t(0, h) = 6(0, h') et p(2, h') = p(l, h). De plus, d'après pCâ!, Lemme 2.2.9], 
Oie n p{2,h) (resp. Os5 n p(2,/i)) est exactement la if (0, /i)-orbite régulière 
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dense de p{2,h), tandis que Ois np(l,/i) (resp. Oiog np(l,/i)) est la K{0,h)- 
orbite régulière dense de p(l, /i). Grâce aux tables de |JN] . on voit que pour tout 
e G ©16 np(2, h), on a dinip(e, 1) = 1. Nous choisirons donc un élément régulier 
e G p(e,2) et montrer qu'il commute avec un élément ei, régulier dans p(l, h). 

Commençons par le premier cas. On fixe une base (Q!i)i^i^6 telle que le 
diagramme de Dynkin de g s'écrive 

ai as a4^ as ag 

«2 

On choisit la numérotation des racines donnée par |Do3l Table 3] ainsi que la 
base de Chevalley de |Do3[ §4] caractérisée par |Do3l Table 13]. Ainsi, on a par 
exemple «g = ^2 + «4 et [X2,X4] = — Xg. On fixe l'involution r, définie dans 
[Do2j (dans |Do2j les racines «2,0^3, «4 sont notées respectivement 04, 0:2, as), 
permutant les racines ai et uq, «3 et «5 et laissant invariants «2 et a^. Pour 
trouver une involution 6 de type El, on peut poser (cf. |Do2j ) 

^(^ELifc^".) " ^ELi 
Toujours selon |Do2j on définit 

Pi = (ai)|ijn{ = {ae)n,nî, P2 = (a3)|f,ne = (a5)|bn{, Ps = ("4)|(,ne, 
/?4 = (a2)|[,ne) /3o = -2/3i - 3/32 - 2/33 - /34. 

De |Dô2l Table VIII], on déduit que l'élément h vérifiant /3i(/i) = /32(/i) = 
Psih) = Pa{h) — 1 est une caractéristique de Cie- Si on écrit le G-diagramme 
de Dynkin de h, on trouve 

11111 
-8 

Ceci nous permet d'obtenir les bases suivantes pour t(0,/i), p(l,/i), p(2,/i) et 
î{i,h) : 

6(0, ft) Hi + He; H3 + H^; H2; Hi 
p(l, h) Al Xi - Xe;A2 X-, - X5; A3 X_32 + X-33; A4 X35 
p(2, ft.) Bi := X-! — Xii, B2 := Xg — Xio; -B3 := -'^'-29 + -'^-31; -84 := -'^-30 
^3, fe) Cl X12 + XiQ] C2 := X-26 ~ ^-28! C3 ^15 

Comme t(0,h) C f), un élément x d \) agit par multiplication par un scalaire 
sur chaque Ai et chaque Bj. En particulier, un élément e = ^ biBi (resp. ei = 
J^ciiAi) est régulier dans p(2,/i) (resp. p(l,/i)) si et seulement si [ê(0,/i),e] = 
p(2,/i) (resp. [É(0,/i),ei] = p(l,/i)) ce qui équivaut au fait que les coefficients 
bi (resp. Qi) sont tous non nuls. On choisit e = Bi + B2 + B^ + B4. Ecrivons 
la table de multiplication dans la matrice ci-dessous, oii l'élément d'indice 
correspond à [^1^,23^] : 



/ 





Cl 





C2 


\ 







-2C3 


~C2 







C2 













V 








Cl 


C3 


) 



D'après ce qui précède, l'élément ei = —2Ai + A2 + 3A3 + 2A4 est régulier dans 
p(l,/i), appartient à Oig et commute avec e. 
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Le second cas où (g, î) est de type EVIII se traite de façon similaire. On fixe 
la base de R{q, [)) : 

ai «3 a4 as «g a^ as 
ai 

La numérotation des racines et la base de Chevalley sont données par |Do4l 
Table 1, Table 6]. Conformément à |Dol| . on pose 

On peut choisir la caractéristique h de Oss de sorte que son G-diagramme de 
Dynkin soit 

-14 1 1 1 1 1 1 
1 

On obtient facilement des bases pour les espaces de poids suivant : 



t{0,h) 


Hi;H2; H^;!!^; H^; Hq; Ht, Hg 


p(l» 


Al := Xq3; A2 := ^94; A3 X95; A4 :— Xqq 
A5 := X-85; Aq := X_86; Aj := X_sr; Ag := X.gg 


p{2,h) 


Bi := ^98; B2 := Xgg; :— Xioo; B4 := X^sq 
B5 :— X-si] Bq := X_82; :— X-s3', Bg, :— X_84 


t{3,h) 


Cl := Xn; C2 ■= Xig,; C3 := Xig; C4 :— X20 
C5 := X21; Cg := X22', Cj := X_ii8 



Ici encore É(0, h) Ç (), donc les orbites régulières de p(l, h) et p(2, h) se décrivent 
de la même façon que dans le cas EL La table de multiplication : p{l,h) x 
p(2, h) — ^ 6(3, h) est la suivante : 














-C3 





-Cl 








\ 
















C4 





C2 





















C5 








C2 





















Ce 


C5 


C4 












-Ce 











-C7 









C3 





-C5 








-Cj 












Cl 








-C7 
















[ 





-C2 




















/ 



Finalement, on peut poser 

8 

e = ^Bi et ei^ Ai+ 2A2 + 3A3 - 2A4 - 2A^ + Af, + Aj + bAg. 

i=l 

Ces deux éléments commutent et appartiennent respectivement à ©85 et Oiog- 

□ 

Corollaire 6.2. Si est de type El, ^(018) n'engendre pas de composante 

étrange. Même conclusion pour ©85 si (g, É) est de type EVIII. 

Démonstration. Il suffit d'appliquer la proposition précédente et le lemme |1.8[ 

□ 
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Terminons cette section en donnant le nombre de composantes irréductibles 
de £"''(p) dans les différents cas exceptionnels. 



Gî 


Fî 


Fil 


El 


Eli 


Elll 


EIV 


EV 


EVl 


EVll 


EVlll 


EIX 


3 


10 


2 


4 à 6 


17 


8 


1 


27 


17 


11 


33 


16 



Conclusion 

La conjecture |X] est démontrée dans les cas suivants : AIII, CII, DIII, EU, 
Elll, EIV, EV, EVl, EVll, EVlll, EIX, Fl, Fil, Gl et dans les cas 
Al (s[„,so„) avec n < 5 {i.e. en rang ^ 4) 
Ail (s[2„,sp2iî) avec n ^ 3 {i.e en rang ^ 3). 

BDl (so„,sOp X 50q) avec p < 2 ou g < 2 ou max{p,q) ^ 4. (En particulier, 
elle est vraie en rang ^ 2) 

CI (sp2„,0[n) avec n < 7. (i.e. en rang ^ 7) 
De plus, les méthodes de réduction et d'étude de p(e, 1) introduites dans les 
sections [4] et [s] montrent qu'un certain nombre d'éléments presque p-distingués 
ne fournissent pas de composante étrange. 

Nous avons exploité au maximum les deux outils dont nous nous sommes 
dotés : d'une part le Icmme [TT8| et d'autre part la réduction dont le principe est 
contenu dans le lemme |4.1[ En effet, les seules orbites pour lesquelles nous ne 
savons rien dire sont des orbites O contenant des éléments e presque p-distingués, 
non p-distingués, vérifiant p*^ n A/" Ç O, et n'ayant pas de réduction. 

7 Appendice : Orbites p-self-large 

Le lemme |1.8| nous a invité à déterminer les éléments nilpotents e vérifiant 
A/'(p'^) C K.e. Dans le cas des algèbres de Lie, D. Panyushev a dernièrement 
nommé ces éléments self-large dans [Pa4] . Ils sont caractérisés de la façon sui- 
vante : ce sont les éléments presque distingués e vérifiant 0(e, 1) = 0. N'ayant 
découvert ces travaux que récemment, nous allons présenter dans cet appendice 
quelques résultats inspirés de \P&à^ qui permettent de déterminer des éléments 
similaires dans les algèbres de Lie symétriques. 

Définition 7.1. Un élément nilpotent e e p vérifiant M{p'^) C K.e est dit 
p-self-large. L'orbite K.e est alors également appelée p-self-large 

On a montré dans la section 1.4, que seuls des éléments p-self-large pouvaient 
engendrer une composante irréductible de £"''(p). On a en particulier établi les 
implications suivantes : 

p-distingué =^ p-self-large ^ presque p-distingué. 

Comme précédemment, on fixe un 5-triplet {e,h,f), ce qui nous donne les 
graduations suivantes de ir = g, É ou p : 

^ = @m{i,h)- tt,'^ = 0tr(e,i); xo^ = ^m{f,i). 

ieZ i>0 î^O 

On sait que p(e, 0) agit (via l'action adjointe de g) sur g(/, —1). Si e est presque 
p-distingué, p(e,0) est un tore, on peut alors considérer X(p(e,0)) l'ensemble 
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des poids non-nuls du p(e, 0)-niodulc g{f,—l). On notera la décomposition en 
espaces de poids comme ceci : 



7e^(p(e,0)) 



Le but de la proposition 7.4 est de donner un analogue faible de fPa41 
Théorème 2.1] pour les algèbres de Lie symétriques. Il se trouve que, combinée 
aux résultats des sections précédentes, cette proposition va s'avérer suffisante 
pour décrire toutes les orbites p-self-large des algèbres de Lie symétriques. Nous 
avons tout d'abord besoin de deux lemmes. On rappelle que L désigne la forme 
de Killing sur g. 



Lemme 7.2 (D. Panyushev |Pa4p . L'application 
est une forme bilinéraire antisymétrique non dégénérée g{e,0) -invariante. 



Xfl(/,-l) ^ k 



Lemme 7.3. L'automorphisme 9 induit une bijection entre Vy et V^^. L'a 
cation $ : (^, rj) i-^ (^iv)) î'^g forme bilinéaire symétrique non dégénérée. 
Elle reste non dégénérée sur chaque sous-espace V^. 

Démonstration. Comme /i G É et / G p, l'automorphisme 9 induit une bijection 
de —1). Soit ^ un élément de V^. Pour tout t £ p(e, 0), on a 

[t,9m - omt),^]) = 9{-jm = ~imo- 

Ceci prouve la première affirmation. 

Comme 9 induit une bijecti on d e — 1), le fait que $ soit non-dégénérée 



est une conséquence du lemme 7.2 Vérifions que <i> est symétrique : 



L(e,[^,%)]) = L{9{e),9{[^,9{7j)])) 

- L{-eA9{0,v]) 

- L{e,[7j,9{0]). 

Prouvons enfin la dernière affirmation du lemme. Soit ^ G et S V^, alors 
9{ri) G V-f^ et pour tout t G p(e,0), on a 

{j{t) ~ fi{t))è{t rj) = mt, ^],9{7^)) + cl>(e, [t, 9{rj)]) = 0. 

donc <&(^,?7) = si 7 7^ /i. Ceci montre que <Ê> est non-dégénérée sur Vy. □ 

Proposition 7.4. Si e est presque ^-distingué tel que 0(/, — l)'''-'^'"'' = {0} et 
p(e, 1) ^ {0}, alors e n'est pas p-self-large. 

Démonstration. Notons tout d'abord que, d'après les hypothèses, ^ X(p(e, 0)). 
Fixons IX G X(p(e,0)) et soit Ç G tel que ^ 0. Puisque ^ 7^ 0, il existe 

t G p(e, 0) tel que [t, Ç\= £, et [t, é'(^)] = -9{Cj. Un calcul facile donne 

i([[e, (Ç + emiii + omit) = 2L(e, K, 9m ^ 0, 
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ce qui montre en particulier que [[e,^ + 9{£,)],£, + 0{S^)] ^ 0. Donc z = ^ + 9{0 est 
un élément de ?(/,—!) satisfaisant [[e, z],z] ^ 0. Finalement, par |Pa41 Lemme 
2.3], G.(e+ [z, e]) est une orbite strictement plus grande que G.e, ce qui implique 
notamment que K.{e + [z, e]) ^ K.e. Pour conclure, il est facile de vérifier que 
e+[z,e]ep''. □ 

Remarque 7.5. On ne peut pas supprimer l'hypothèse Q{f, — 1)P('='0) = {0}. En 
effet, l'orbite Oi de Fil vérifie p(e,0) = {0} et p(e, f) ^ {0}. Elle est cependant 
p-distinguée, donc p-self-large. 



Corollaire 7.6. Les orbites O5Q de EV ; Oss, Oss de EVIII et Ow, On de El 

ne sont pas p-self-large. 

Démonstration. On a vu dans la section 6 que ces orbites nilpotentes sont 
presque p-distinguées et qu'elles ne sont pas paires. Grâce à |DoHIDo2] . on peut 
calculer p(e, 0) et on trouve que p(e,0) = fl(e,0) dans ces cas précis. On peut 
maintenant appliquer l'argument suivant de |Pa4j . Soit I = gS^^'^) et 5 = [[,[], 
de sorte que I = s® g(e, 0). Alors e est distingué dans s et la graduation induite 
par /i e s vérifie {0} = s(-l,/i) = [(-l,/i) = 0(-l, = g(-l, D 
— En combinant ceci avec les tables de |JNj . on montre que les hy- 
pothèses de la proposition |7.4| sont satisfaites. Les orbites mentionnées ne sont 
donc pas p-self-large. □ 

En suivant la même idée, il est possible de donner une preuve alternative de 
la description de la section 5.2 des orbites presque p-distinguées de Al qui ne 



sont pas p-self-large. Malheureusement, la proposition 7.4 ne permet pas l'étude 
des orbites presque p-distinguées non p-self-large de AU ni de l'orbite Oi de EIV. 
Pour ces orbites, on se réfère aux sections 5.3 et 6.3. Finalement, les dernières 
orbites à traiter étant paires, on peut lister l'ensemble des orbites p-self-large 
dans les différents cas simples à l'aide du lemme [LÏÏj Le cas général s'en déduit 
facilement étant donné que les algèbres de Lie symétriques sont produit direct 
d'algèbres de Lie symétriques simples. 
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Cas 


Orbites p-self-large. 


AI 


L'orbite (p-distinguée) régulière et les orbites dont le diagramme 
associé est constituée de lignes de longueurs différant d'au moins 
2. 


AU 


L'orbite (p-distinguée) régulière et les orbites dont le diagramme 
associé est constituée de paires de lignes de longueurs différant 
d'au moins 2. 


AIII 


Les orbites p-distinguées (i.e. qui ont un a6-diagramme dont les 
lignes de même longueur débutent par la même lettre), ce sont les 
seules orbites presque p-distinguées. 


BDI, CI 


Les orbites presque p-distinguées (cf. section 3.3). 


CIL DIII 


Les orbites p-distinguées (qui sont les seules orbites presque p- 
distinguées, cf. section 3.3). 


EIIL EVI, 
EVII, EIX, 
FI, FII, CI 


Les orbites p-distinguées (qui sont les seules orbites presque p- 
distinguées, cf. section 6.1). 


EU 


Les orbites presque p-distinguées. En particulier l'orbite O22 non 
p-distinguée. 


EIV 


L'orbite régulière (p-distinguée). 


El 


Les orbites p-distinguées et les orbites O12, O21, C23 (cf. section 6 
et lemme 1.9 1. 


EV 


Les orbites p-distinguées et l'orbite Osi (cf. section 6 et lemme 
1.91. 


EVIII 


Les orbites p-distinguées et les orbites Osi,Oq5 (cf. section 6 et 
lemme 1.9 1. 


Algèbres de 
Lie 


Les orbites dont les éléments e vérifient p(e, 0) est un tore et 
p(e, 1) = {0} (cf. LEM. Théorème 2.1]). 



Les calculs permettent de montrer le fait suivant. Les éléments p-self-large 
d'une algèbres de Lie symétrique simple sont exactement les éléments e vérifiant 
l'une des conditions suivantes 

- p(e,0) = {0} i.e. e est p-distingué; 

- p(e,0) est un tore et p(e, 1) = {0}. 

Cependant, ceci est uniquement valable dans le cas simple. En effet, la remarque 
|7.5| implique que, dans FIIxEI, l'orbite Oi x O21 est p-self-large mais vérifie 
p(e,0)=ri^{0} et p(e, 1) 9^ {0}. 
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